专题一：一元二次方程

知识要点扫描归纳

一  基本概念

1. 方程定义：含有未知数的等式叫方程。
2. 方程的解：使方程左右两边相等的未知数的值叫做方程的解。 

3. 解方程：求方程的解的过程叫做解方程。
4.一元二次方程的定义只含有一个未知数，并且未知数的最高次数是2的整式方程叫做一元二次方程.一般形式为  
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二、一元二次方程的解法

1．直接开方法

（1）用直接开平方求一元二次方程的解的方法叫做直接开平方法.如果一个一元二次方程，左边是一个含有未知数的完全平方式，右边是一个非负数，就可以用直接开平方法求解.

2．配方法

（1）用配方法解方程是以配方为手段，以直接开平方法为基础的一种解题方法.是中学数学中常用的数学方法.

（2）配方的关键步骤是：在方程两边同时加上一次项系数的绝对值一半的平方.理论根据是：
[image: image3.wmf]2

2

2

)

(

2

b

a

b

ab

a

±

=

+

±


（3）配方的结果是使方程的一边化为一个完全平方式，另一边为非负实数，再利用直接开平方法求解.

3．公式法

（1）用求根公式解一元二次方程的方法叫求根公式法.

（2）一元二次方程
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求根公式是：
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（3）在解一元二次方程时，先把方程化为一般开式，确定
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的值，在
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的情况下：代入求根公式即可求解.

 4.因式分解法

对于在一元二次方程的一边是0，而另一边易于分解成两个一次因式的积时，可用因式分解法来解这个方程。

理论依据：两个因式的积等于零，那么这两个因式中至少有一个等于零。例如：如果
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，那么x－1=0或x＋5=0。因式分解法简便易行，是解一元二次方程的最常用的方法。

因式分解法解一元二次方程的一般步骤

（1）将方程的右边化为零；

（2）将方程左边分解成两个一次因式的乘积；

（3）令每个因式分别为零，得两个一元一次方程；

（4）解这两个一元一次方程，它们的解就是原方程的解。

4．形如
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的方程，可用提公因式法求方程的根：
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5．形如
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 EMBED Equation.3  [image: image12.wmf])

(

2

2

b

a

¹

的方程，可用平方差公式把左边分解。

三、一元二次方程根的判别式：

一元二次方程
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的根的判别式
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※ 运用根的判别式时要注意：关于
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的方程
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有两个实数根和实数根的区别在于：若有两个实数根，则
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．若有实数根，则分两种情况：①
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四、一元二次方程根与系数关系（韦达定理）

  1．若一元二次方程
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 EMBED Equation.3  [image: image25.wmf](
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的两个实数根为
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  2．以
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为根的一元二次方程可写成
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  3．使用一元二次方程
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 EMBED Equation.3  [image: image31.wmf](
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解题的前提是二次项系数
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  4．不解方程，求关于一元二次方程的两个实数根
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的对称式的值的方法是先将式子化成只含
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的形式，然后利用根与系数的关系代入求值．要特别注意如下公式：

   （1）
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五、实际应用：

1、知识结构
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2、知识要点归纳

由实际情景加工整理成抽象实际的问题，通过数学化变成数学问题.经过求解、检验、修正改进等进而产生的问题称为数学应用问题，数学应用题是经过加工的数学应用问题，是呈现在我们中学生面前的数学应用问题.

从数学应用问题到数学应用题作了以下几个方面的“加工”.

加工“背景”：让背景材料为学生所熟悉的材料；让背景材料较为简洁.

加工“数学”：让“数学化”的过程较为简单，让各环节中使用的数学思想、方法和知识都是学生所能接受的.

加工“检验”：在问题中的检验和讨论“实际化”即检验数学结果是否合乎实际问题，有验证的意识就可以了.

解一元二次方程的数学应用题的一般步骤

找——找出题中的等量关系

设——设未知数

列——列出方程，即根据找出的等量关系列出含有未知数的等式

解——解出所列的方程

验——将方程的解代入方程中检验，回到实际问题中检验

答——作答下结论

4、中考改革趋势

一元二次方程的应用是中考数学重点考查的内容之一，它的试题背景与二元一次方程组的应用、简单分式方程的应用、一元一次方程的应用一样，随着改革的继续而更富有时代的气息，更宣于生活化，更贴近学生的实际.

考点回放

考察一元二次方程概念

1．(年鄂尔多斯)下列方程不是整式方程的是（    ）

A、
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2．(年湖北随州)下列方程不是一元二次方程的是（    ）

A、
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C、
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                    D、x2+x-1=x2 
3．(年陕西西安)方程
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的一元二次方程，则
[image: image55.wmf]m
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4．(年武汉)一元二次方程
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，把二次项系数变为正数，且使方程的根不变的是（    ）

A、
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考察一元二次方程根的概念

1.(江苏苏州)若一元二次方程x2－(a+2)x+2a=0的两个实数根分别是3、b，则a+b=    ．

2．（ 河北）已知x = 1是一元二次方程
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的一个根，则   
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的值为       ． 
3.（ 广东珠海）已知x1=-1是方程
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的一个根，求m的值及方程的另一根x2。

考察一元二次方程解法

1．（四川眉山）一元二次方程
[image: image68.wmf]2
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的解为___________________．
2．（江苏无锡）方程
[image: image69.wmf]2
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．

3．（年上海）方程  EQ \R(,x + 6) = x 的根是____________.
4．（湖南常德）方程
[image: image70.wmf]2
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的两根为(     )

A．
6和-1

B．-6和1

C．-2和-3

D．2和3

5．（云南楚雄）一元二次方程x2－4＝0的解是（     ）

A．x1＝2，x2＝－2    B．x＝－2   C．x＝2   D． x1＝2，x2＝0

6．（河南）方程
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的根是                    
(A) 
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(C) 
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             （D）
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7．（四川内江）方程x(x－1)＝2的解是

A．x＝－1
B．x＝－2
C．x1＝1，x2＝－2　　　　　D．x1＝－1，x2＝2

8．(江苏苏州)解方程：
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考察一元二次方程判别式

1．（甘肃兰州） 已知关于x的一元二次方程[image: image77.wmf]0
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有实数根，则m的取值范围是     ．

2．（ 江苏连云港）若关于x的方程x2－mx＋3＝0有实数根，则m的值可以为___________．(任意给出一个符合条件的值即可)

3．（湖北荆门）如果方程ax2+2x+1=0有两个不等实数根，则实数a的取值范围是     

4．（江苏苏州）下列四个说法中，正确的是

    A．一元二次方程
[image: image78.wmf]2
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有实数根；    B．一元二次方程
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有实数根；

    C．一元二次方程
[image: image80.wmf]2
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有实数根；    D．一元二次方程x2+4x+5=a(a≥1)有实数根．

5．（安徽芜湖）关于x的方程(a －5)x2－4x－1＝0有实数根，则a满足（）

A．a≥1     B．a＞1且a≠5    C．a≥1且a≠5        D．a≠5

6．（10湖南益阳）一元二次方程
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有两个不相等的实数根，则
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7．（年上海）已知一元二次方程 x2 + x ─ 1 = 0，下列判断正确的是（     ）

A.该方程有两个相等的实数根                  B.该方程有两个不相等的实数根

C.该方程无实数根                            D.该方程根的情况不确定

8．（山东潍坊）关于x的一元二次方程x2－6x＋2k＝0有两不等实根，则实数k的取值范围是（    ）．

A．k≤
[image: image87.wmf]9
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B．k＜
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C．k≥
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 D．k＞
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9．（四川攀枝花）下列关于x的一元二次方程中，有两个不相等的实数根的方程是（   ）
A．x
[image: image91.wmf]2

+1=0    B．9 x
[image: image92.wmf]2

—6x+1=0     C．x
[image: image93.wmf]2

—ｘ＋２＝０    D．x
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10．（北京）已知关于x的一元二次方程x²-4x+m-1=0有两个相等实数根，求的m值及方程的根．
11．（广东中山）已知一元二次方程
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（1）若方程有两个实数根，求m的范围；

（2）若方程的两个实数根为
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x

，
[image: image97.wmf]2

x

，且
[image: image98.wmf]1

x

+3
[image: image99.wmf]2
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=3，求m的值。

12．（ 四川成都）若关于
[image: image100.wmf]x

的一元二次方程
[image: image101.wmf]2
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有两个实数根，求
[image: image102.wmf]k

的取值范围及
[image: image103.wmf]k

的非负整数值.

13．（年贵州毕节）已知关于
[image: image104.wmf]x

的一元二次方程
[image: image105.wmf]22
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有两个实数根
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（1）求实数
[image: image108.wmf]m

的取值范围；
（2）当
[image: image109.wmf]22
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0
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时，求
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的值．

14．（ 四川南充）关于x的一元二次方程
[image: image111.wmf]2

30

xxk

--=

有两个不相等的实数根．
（1）求k的取值范围．
（2）请选择一个k的负整数值，并求出方程的根．
15．（广东广州，19，10分）已知关于x的一元二次方程
[image: image112.wmf])
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有两个相等的实数根，求
[image: image113.wmf]4
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的值。
16．（ 广西玉林、防城港）（6分）当实数k为何值时，关于x的方程x
[image: image114.wmf]2

－4x＋3－k＝0有两个相等的实数根？并求出这两个相等的实数根。

考察一元二次方程根与系数关系

1．（安徽芜湖）已知x1、x2为方程x2＋3x＋1＝0的两实根，则x13＋8x2＋20＝__________．
2．（ 四川成都）设
[image: image115.wmf]1

x

，
[image: image116.wmf]2

x

是一元二次方程
[image: image117.wmf]2
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的两个实数根，则
[image: image118.wmf]22
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xxxx
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的值为__________________．

3．（湖北鄂州）已知α、β是一元二次方程x2-4x-3=0的两实数根，则代数式（α-3）（β-3）=      ．

4．（江苏南通）设x1、x2 是一元二次方程x2+4x－3=0的两个根， 2x1(x22+5x2－3)+a =2，则a=    ．
5．（山东烟台）方程x2-2x-1=0的两个实数根分别为x1，x2，则（x1-1）（x1-1）=_________。

6．（四川 泸州）已知一元二次方程
[image: image119.wmf](
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xx
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的两根为
[image: image120.wmf]1

x

、
[image: image121.wmf]2

x

,则
[image: image122.wmf]12
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_____________.

7．（ 云南玉溪）一元二次方程x2-5x+6=0 的两根分别是x1,x2, 则x1+x2等于 

　  A. 5
             B. 6
           C. -5           D. -6

8．（湖南娄底）阅读材料：
若一元二次方程ax2+bx+c=0(a≠0)的两个实根为x1、x2，则两根与方程系数之间有如下关系：
x1+x2= － eq \f(b,a) ，x1x2=  eq \f(c,a) 
根据上述材料填空：
已知x1、x2是方程x2+4x+2=0的两个实数根，则  eq \f(1,x1) + eq \f(1,x2) =_________. 
9．（广西百色）方程
[image: image123.wmf]x

x
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-1的两根之和等于        .

10．（山东日照）如果关于x的一元二次方程x2+px+q=0的两根分别为x1=2，x2=1，那么p，q的值分别是
（A）－3，2      （B）3，-2       （C）2，－3     （D）2，3  
11．(四川眉山）已知方程
[image: image124.wmf]2
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的两个解分别为
[image: image125.wmf]1
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、
[image: image126.wmf]2
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，则
[image: image127.wmf]1212
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的值为
A．
[image: image128.wmf]7
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12．（ 嵊州市）已知
[image: image130.wmf]n
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是方程
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的两根，且
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，则
[image: image133.wmf]a

的值等于    （           ）

A．－5            B.5              C.-9             D.9

13．（四川乐山）：若关于
[image: image134.wmf]x

的一元二次方程
[image: image135.wmf]0
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有实数根
[image: image136.wmf]b
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求实数k的取值范围；

设
[image: image137.wmf]k
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，求t的最小值．

14．（ 四川绵阳）已知关于x的一元二次方程x2 = 2（1－m）x－m2 的两实数根为x1，x2．

（1）求m的取值范围；

（2）设y = x1 + x2，当y取得最小值时，求相应m的值，并求出最小值

15．（ 山东淄博）已知关于x的方程
[image: image138.wmf]0
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（1）若这个方程有实数根，求k的取值范围；
（2）若这个方程有一个根为1，求k的值；

（3）若以方程
[image: image139.wmf]0

1

4

)

3

(

2

2

2

=

-

-

+

-

-

k

k

x

k

x

的两个根为横坐标、纵坐标的点恰在反比例函数
[image: image140.wmf]x
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的图象上，求满足条件的m的最小值．
实际应用

1. (年兰州市) 上海世博会的某纪念品原价168元，连续两次降价[image: image141.wmf]a

%后售价为128元. 下列所列方程中正确的是

  A．[image: image142.wmf]128
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2．（年铁岭市）为了美化环境，某市加大对绿化的投资．年用于绿化投资20万元，年用于绿化投资25万元，求这两年绿化投资的年平均增长率．设这两年绿化投资的年平均增长率为
[image: image146.wmf]x

，根据题意所列方程为（    ）
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           D．
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3．（年安徽）某市年国内生产总值（GDP）比年增长了12%，由于受到国际金融危机的影响，预计今年比年增长7%，若这两年GDP年平均增长率为x%，则x%满足的关系是………【    】
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4（青海）[image: image1.wmf]0
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在一幅长为80cm，宽为50cm的矩形风景画的四周镶一条相同宽度的金色纸边，制成一幅矩形挂图，如图5所示，如果要使整个挂图的面积是5400cm2，设金色纸边的宽为
[image: image155.wmf]x

cm，那么
[image: image156.wmf]x

满足的方程是（    ）
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[image: image208]5．（年甘肃庆阳）如图3，在宽为20米、长为30米的矩形地面上修建两条同样宽的道路，余下部分作为耕地．若耕地面积需要551米2，则修建的路宽应为（　　）

A．1米

B．1.5米

C．2米

D．2.5米

6..(年鄂州)10、某农机厂四月份生产零件50万个，第二季度共生产零件182万个.设该厂五、六月份 平均每月的增长率为x，那么x满足的方程是（    ）
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7.（江西）为了让江西的山更绿、水更清，年省委、省政府提出了确保到年实现全省森林覆盖率达到63%的目标，已知年我省森林覆盖率为60.05%，设从年起我省森林覆盖率的年平均增长率为
[image: image163.wmf]x

，则可列方程（    ）
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8.(宁夏)．某旅游景点三月份共接待游客25万人次，五月份共接待游客64万人次，设每月的平均增长率为
[image: image168.wmf]x

，则可列方程为（    ）
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9.（年兰州）年爆发的世界金融危机，是自上世纪三十年代以来世界最严重的一场金融危机。受金融危机的影响，某商品原价为200元，连续两次降价
[image: image173.wmf]%

a

后售价为148元，下面所列方程正确的是
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10．（山西省太原市）某种品牌的手机经过四、五月份连续两次降价，每部售价由3200元降到了2500元．设平均每月降价的百分率为
[image: image178.wmf]x

，根据题意列出的方程是             ．

11.（年江苏省）某县年农民人均年收入为7 800元，计划到年，农民人均年收入达到9 100元．设人均年收入的平均增长率为
[image: image179.wmf]x

，则可列方程          ．
12.某果农2006年的年收入为5万元，由于党的惠农政策的落实，年年收入增加到7.2万元，则平均每年的增长率是__________.

13.（年包头）将一条长为20cm的铁丝剪成两段，并以每一段铁丝的长度为周长各做成一个正方形，则这两个正方形面积之和的最小值是        cm2．
14.(年本溪)．由于甲型H1N1流感（起初叫猪流感）的影响，在一个月内猪肉价格两次大幅下降．由原来每斤16元下调到每斤9元，求平均每次下调的百分率是多少？设平均每次下调的百分率为
[image: image180.wmf]x

，则根据题意可列方程为           ． 

15．（临沂）某制药厂两年前生产1吨某种药品的成本是100万元，随着生产技术的进步，现在生产1吨这种药品的成本为81万元，．则这种药品的成本的年平均下降率为______________．

16．（安徽省中中考）在国家下身的宏观调控下，某市的商品房成交价由今年3月分的14000元/
[image: image181.wmf]2

m

下降到5月分的12600元/
[image: image182.wmf]2

m


⑴问4、5两月平均每月降价的百分率是多少？（参考数据：
[image: image183.wmf]95
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）
⑵如果房价继续回落，按此降价的百分率，你预测到7月分该市的商品房成交均价是否会跌破10000元/
[image: image184.wmf]2

m

？请说明理由。

17.(年浙江省绍兴市)某公司投资新建了一商场,共有商铺30间.据预测,当每间的年租金定为10万元时,可全部租出.每间的年租金每增加5 000元,少租出商铺1间.该公司要为租出的商铺每间每年交各种费用1万元,未租出的商铺每间每年交各种费用5 000元.

（1）当每间商铺的年租金定为13万元时,能租出多少间？

（2）当每间商铺的年租金定为多少万元时,该公司的年收益（收益＝租金－各种费用）为275万元？

18.(年山东聊城)年我市实现国民生产总值为1376亿元，计划全市国民生产总值以后三年都以相同的增长率一实现，并且年全市国民生产总值要达到1726亿元．

（1）求全市国民生产总值的年平均增第率（精确到1%）

（2）求年至年全市三年可实现国民生产总值多少亿元？（精确到1亿元）

19（年包头）某商场试销一种成本为每件60元的服装，规定试销期间销售单价不低于成本单价，且获利不得高于45%，经试销发现，销售量
[image: image185.wmf]y

（件）与销售单价
[image: image186.wmf]x

（元）符合一次函数
[image: image187.wmf]ykxb
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，且
[image: image188.wmf]65
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时，
[image: image189.wmf]55
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；
[image: image190.wmf]75

x
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时，
[image: image191.wmf]45
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．

（1）求一次函数
[image: image192.wmf]ykxb

=+

的表达式；

（2）若该商场获得利润为
[image: image193.wmf]W

元，试写出利润
[image: image194.wmf]W

与销售单价
[image: image195.wmf]x

之间的关系式；销售单价定为多少元时，商场可获得最大利润，最大利润是多少元？

（3）若该商场获得利润不低于500元，试确定销售单价
[image: image196.wmf]x

的范围．

20. (年湖州)随着人民生活水平的不断提高，我市家庭轿车的拥有量逐年增加.据统计，某小区2006年底拥有家庭轿车64辆，2012年底家庭轿车的拥有量达到100辆.

若该小区2006年底到2012年底家庭轿车拥有量的年平均增长率都相同，求该小区到年底家庭轿车将达到多少辆？

为了缓解停车矛盾，该小区决定投资15万元再建造若干个停车位.据测算，建造费用分别为室内车位5000元/个，露天车位1000元/个，考虑到实际因素，计划露天车位的数量不少于室内车位的2倍，但不超过室内车位的2.5倍，求该小区最多可建两种车位各多少个？试写出所有可能的方案. 

21．（年中山）某种电脑病毒传播非常快，如果一台电脑被感染，经过两轮感染后就会有81台电脑被感染．请你用学过的知识分析，每轮感染中平均一台电脑会感染几台电脑？若病毒得不到有效控制，3轮感染后，被感染的电脑会不会超过700台？

22.（年宁波市）年4月7日，国务院公布了《医药卫生体制改革近期重点实施方案（~年》，某市政府决定年投入6000万元用于改善医疗卫生服务，比年增加了1250万元．投入资金的服务对象包括“需方”（患者等）和“供方”（医疗卫生机构等），预计年投入“需方”的资金将比年提高30%，投入“供方”的资金将比年提高20%．

（1）该市政府年投入改善医疗卫生服务的资金是多少万元？

（2）该市政府年投入“需方”和“供方”的资金各多少万元？

（3）该市政府预计年将有7260万元投入改善医疗卫生服务，若从~年每年的资金投入按相同的增长率递增，求~年的年增长率．

23.(年潍坊)要对一块长60米、宽40米的矩形荒地[image: image197.wmf]ABCD

进行绿化和硬化．

（1）设计方案如图①所示，矩形P、Q为两块绿地，其余为硬化路面，P、Q两块绿地周围的硬化路面宽都相等，并使两块绿地面积的和为矩形[image: image198.wmf]ABCD

面积的[image: image199.wmf]1

4

，求P、Q两块绿地周围的硬化路面的宽．

[image: image210.wmf]182
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（2）某同学有如下设想：设计绿化区域为相外切的两等圆，圆心分别为[image: image200.wmf]1

O

和[image: image201.wmf]2

O

，且[image: image202.wmf]1

O

到[image: image203.wmf]ABBCAD

、

、

的距离与[image: image204.wmf]2

O

到[image: image205.wmf]CDBCAD

、

、

的距离都相等，其余为硬化地面，如图②所示，这个设想是否成立？若成立，求出圆的半径；若不成立，说明理由．


已知m,n是一元二次方程
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